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ИНВАРИАНТЫ ГЛАДКИХ СЛОЕНИЙ  
 

Аннотация. Актуальность и цели. Геометрия гладких слоений является од-
ним из основных объектов исследования в дифференциальной геометрии, 
имеющим многочисленные приложения, в частности в теоретической физике. 
Дифференциальные инварианты слоений изучались одним из авторов настоящей 
статьи методами, развитыми в работах А. Виноградова, Д. Алексеевского и  
В. Лычагина. Однако эти методы не предоставляют инвариантной формы записи 
дифференциальных уравнений изучаемых объектов, что создает определенные 
трудности при исследовании сложных дифференциально-геометрических струк-
тур. Цель исследования состоит в том, чтобы разработать универсальный под-
ход к изучению слоений различной коразмерности. Материалы и методы. 
Используется метод внешних форм и подвижного репера, разработанный Эли 
Картаном и развитый в работах Г. Ф. Лаптева, А. М. Васильева и других гео-
метров. В частности, Г. Ф. Лаптевым была построена инвариантная теория 
дифференцируемых отображений гладкого многообразия в многообразие 
большей размерности. В этой работе мы показываем, как исследовать методом 
Картана – Лаптева геометрию гладких субмерсий и определяемых ими глад-
ких слоений. Результаты. Найден канонический вид структурных уравнений 
гладкой субмерсии, выяснен геометрический смысл канонизации. Показано, 
что с субмерсией каноническим образом связаны G-структуры первого и 
второго порядка и некоторый трехвалентный тензор. Выводы. Метод Картана 
– Лаптева позволяет эффективно изучать геометрию гладких слоений различ-
ной коразмерности как на произвольных гладких многообразиях, так и на мно-
гообразиях, снабженных дополнительной структурой. 

Ключевые слова: метод внешних форм и подвижного репера, геометрия 
гладких слоений, многообразие. 
 

V. M. Kuzakon', A. M. Shelekhov  

INVARIANTS OF SMOOTH LAYERINGS 
 

Abstract. Background. Geometry of smooth layerings is one of the main objects of 
research in differential geometry, having multiple applications, particularly in theo-
retical physics. Differential invariants of layerings have been studied by one of the 
authors of the present article by the methods developed in work by A. Vinogradov, 
D. Alekseevsky and V. Lychagin. However, these methods do not represent invariant 
notation of differential equations of the studied objects, and that causes certain difficul-
ties in research of complex differential-geometric structures. The work is aimed at the 
development of a universal approach to studying the layerings of various codimen-
sionality. Materials and methods. The authors use the method of external forms and 
moving frames, developed by Elie Cartan and modified by G.F. Laptev and other ge-
ometers. In particular, G.F. Laptev built the invariant theory of differentiable mapping 
of the smooth manifold into the manifold of greater dimensionality. In the present 
work the authors show the ways to research the geometry of smooth submersions and 
smooth layerings determined by them using the method of Cartan - Laptev. Results. 
The authors found a canonical form of structural equations of smooth submersions, 
discovered the geometrical sense of canonization. It is shown that canonical submer-
sions are connected with G-structures of the first and second order and a certain triva-
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lent tensor. Conclusions. The method of Cartan – Laptev allows effective rsearching of 
the geometry of smooth layerings of various codimansionality both on random smooth 
manifolds and on manifolds, supplied by an additional structure. 
Key words: method of external forms and moving frames, geometry of smooth lay-
erings, manifold. 

Введение 

Дифференциальные инварианты слоений изучались одним из авторов 
настоящей статьи в работах [1–7] методами, описанными в работах [8, 9].  
В этой работе мы показываем, как исследовать геометрию гладких слоений 
классическим методом внешних форм и подвижного репера Эли Картана, ко-
торый (метод) был усовершенствован в работах ряда геометров, в первую 
очередь Г. Ф. Лаптевым, см., например, [10, 11]. В частности, в [12] им была 
построена инвариантная теория дифференцируемых отображений гладкого 
многообразия в многообразие большей размерности. Мы развиваем теорию 
для гладких субмерсий, находим канонический вид структурных уравнений 
гладкой субмерсии, выясняем геометрический смысл проведенной канониза-
ции. Показано, что с субмерсией каноническим образом связаны G -струк-
туры первого и второго порядка и некоторый трехвалентный тензор.  

1. Структурные уравнения гладкой субмерсии в произвольном репере 

Пусть M  и X  – гладкие многообразия размерностей n  и r  соответ-
ственно, >n r , и :f M X→  – гладкое отображение (субмерсия). 

Следуя [10], зададим структурные уравнения многообразия M  в виде  

= , = ,i j i i k i k i
j j j k jkd dω ω ∧ω ω ω ∧ω +ω ∧ω  

 = ,i m i i m i m m i
jk jk m mk j jm k jkmdω ω ∧ω −ω ∧ω −ω ∧ω +ω ∧ω    (1) 

Здесь iω , , , , ,... = 1,2, , ,i j k m n  – базисные дифференциальные формы 

многообразия M , зависящие от дифференциалов параметров ix  – локальных 
координат на M . 

Как известно [11], формы iω  и i
jω  образуют базис расслоения 1( )H M  

кореперов первого порядка многообразия M , формы , ,i i i
j jkω ω ω  – базис рас-

слоения 2 ( )H M  кореперов второго порядка и т.д. 
Аналогично запишем структурные уравнения многообразия X :  

= ,a b a
bdϑ ϑ ∧ϑ  

 = ,a c a c a
b b c bcdϑ ϑ ∧ϑ + ϑ ∧ϑ    (2) 

Здесь aϑ , , , ,... = 1,2, , ,a b c m  – базисные дифференциальные формы 

многообразия X , зависящие от дифференциалов параметров au  – локальных 
координат на X . 

В локальных координатах уравнения субмерсии f  имеют вид 
= ( )u f x . Продифференцировав это уравнение и заменив в нем дифференци-
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алы переменных на инвариантные формы iω  и aϑ , получим дифференциаль-
ные уравнения субмерсии f  в инвариантной форме:  

 = .a a i
iϑ λ ω   (3) 

Функции = ( , )a a
i i x uλ λ  образуют дифференциально-геометрический 

объект первого порядка отображения f  [11]. 
Субмерсия f  определяет в многообразии M  слоение Φ  со слоями ко-

размерности m , причем базой слоения является многообразие X . Слой в M  
выделяется фиксацией точки многообразия X , т.е. фиксацией локальных ко-

ординат au  (или, короче, параметра u ). Полагая = constu , мы получаем 

= 0aϑ , в силу чего из (3) следует  

 = 0a i
iλ ω  – (4) 

дифференциальные уравнения слоения Φ . 
На многообразии M  действует псевдогруппа локальных диффеомор-

физмов, которую обозначим P . Аналогичную группу, действующую на X , 
обозначим Q . Если на многообразиях M  и X  не фиксированы никакие до-
полнительные структуры, то субмерсия f  и слоение Φ  рассматриваются  
с точностью до преобразований псевдогруппы P Q× . 

Внешнее дифференцирование уравнений (3) с учетом структурных 
уравнений приводит к квадратичным уравнениям  

( ) = 0.a a k b a i
i k i i bdλ − λ ω + λ ϑ ∧ω  

Пользуясь леммой Картана, находим  

 = ,a a k b a a k
i k i i b ikdλ − λ ω + λ ϑ λ ω   (5) 

где =a a
ik kiλ λ  – некоторые новые функции, составляющие вместе с функция-

ми a
iλ  дифференциально-геометрический объект второго порядка отображе-

ния f  [10]. 
Продолжая уравнения (5), т.е. дифференцируя их внешним образом  

и раскрывая затем по лемме Картана, мы получим новую серию уравнений, 

вводящих новые функции a
ikλ   и т.д. Уравнения (1), (2) вместе с уравнениями 

(3), (5) и т.д. называются структурными уравнениями субмерсии f  или слое-
ния Φ . 

Сузим семейство кореперов 1( )H M , выбрав формы a i
iλ ω , которые 

аннулируются на слоях слоения Φ , в качестве новых базисных форм aω  
многообразия M . В новом базисе уравнения (4) слоя слоения Φ  примут вид  

 = 0.aω   (6) 

Сравнивая с (4), находим, что в новом репере =a a
b bλ δ , = 0a

uλ , где, как 

обычно, через a
bδ  обозначен символ Кронекера и = 1, 2, ,u m m n+ +  . Полу-
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ченные таким образом кореперы первого порядка назовем адаптированными 
субмерсии f  или слоению Φ . Как обычно, термин «адаптированный коре-
пер» применяется также ко всему расслоению адаптированных кореперов, 
которое обозначим 1R . Далее будем считать, что все рассуждения проводятся 

в адаптированном корепере 1R . В нем уравнения (3) принимают простой вид:  

 = .a aϑ ω   (7) 

Назовем их каноническими уравнениями субмерсии f  или слоения Φ . 

В силу специализации корепера ( =a a
b bλ δ , = 0a

uλ ) уравнения (5) разби-
ваются на две серии:  

 =a a a k
b b bkϑ ω + λ ω   (8) 

и  

 = ,a a v a b
u uv ubA Aω ω + ω   (9) 

где обозначено =a a
uk ukA −λ , причем в силу симметрии величин a

jkλ  по ниж-

ним индексам величины i
uvA  также симметричны: =i i

uv vuA A . 

2. Канонические структурные уравнения субмерсии 

Продифференцировав уравнения (9) внешним образом, получим 

 = 0,a v a b a b v c
uv ub ub vcA A A A∇ ∧ω +∇ ∧ω + ω ∧ω   (10) 

где обозначено  

= ,a a b a a w a w a
uv uv uv b wv u uw v uvA dA A A A∇ + ω − ω − ω +ω  

 = .a a c a a v a c a v a
ub ub ub c vb u uc b uv b ubA dA A A A A∇ + ω − ω − ω − ω +ω   (11) 

При этом в силу симметрии величин a
uvA  можно считать, что формы 

a
uvω  также симметричны: =a a

uv uvω ω . 
Используя лемму Картана, из квадратичных уравнений (10) находим 

 = , = ,a a b a w a a c a v
uv uvb uvw ub ubc ubvA A A A A A∇ ω + ω ∇ ω + ω   (12) 

причем выполняются соотношения:  

 [ ] ( ) [ ]= 0, = , = 0, = .a a a a a a a c
uv b uvw uvw u bc ubv uvb uc ubA A A A A A A A−   (13) 

Положим  

 = ,a a a k
b b bkω ω + λ ω   (14) 

тогда уравнения (8) примут вид  

 = ,a a
b bϑ ω   (15) 
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а в силу (7), (15) и равенств = =a a a
ub ub buA −λ −λ  первые серии структурных 

уравнений (1) и (2) примут одинаковый вид:  

 = .a b a
bdω ω ∧ω   (16) 

На остальные уравнения первой серии (1) замена (14) не повлияет:  

= .u k u
kdω ω ∧ω  

Найдем вид псевдогруппы P Q×  в корепере 1R . Произвольное преоб-

разование из P  имеет вид =i i j
jpω ω , а произвольное преобразование из Q  – 

=a a b
bqϑ ϑ . Будем считать, что кобазисы iω  и aϑ  также из 1R , т.е. для них 

также выполняются уравнения (7): =a aϑ ω  . Тогда из предыдущих уравнений 

получаем =a a
b bq p , = 0a

vp , и матрица ( )i
jp  принимает вид  

( ) 0
.

( ) ( )

a
b
u u
b v

p

p p
 

Таким образом, в результате редукции репера псевдогруппа P  сузилась 

до псевдогруппы P′ , выделяемой условиями = 0a
vp , а псевдогруппа Q  

вкладывается в P′ , которая является ее расширением. 
Замена (14) определяет переход к новому адаптированному кореперу, 

который обозначим 2R . Далее будем считать, что все уравнения записаны  

в корепере 2R . Сравнивая уравнения (15) и (8), находим, что в корепере 2R  

должны выполняться соотношения = 0a
bkλ , откуда в силу симметрии этих 

величин по нижним индексам и введенных обозначений получаем = 0a
ubA .  

В результате уравнения (9) примут вид  

 = ,a a v
u uvAω ω   (17) 

где в силу предыдущих обозначений  

 = .a a
uv vuA A   (18) 

Вторые равенства (11) и (12) в силу условия = 0a
ubA  дают  

 = ,a a v a c a v
ub uv b ubc ubvA A Aω ω + ω + ω   (19) 

а соотношения (13) теперь перепишутся так:  

 [ ] ( ) [ ]= 0, = , = 0, = .a a a a a a
uv b uvw uvw u bc ubv uvbA A A A A A   (13′) 

Далее дифференцируем (15), пользуясь структурными уравнениями (1) 
и (2), записанными в корепере 2R . Получим:  



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион 

University proceedings. Volga region 76

( ) ( ) = 0.a a c a a u v
bc bc bv uv bAω −ϑ ∧ω + ω − ω ∧ω  

Применяя лемму Картана, получаем уравнения:  

 = , = ,a a a d a v a a u a c a w
bc bc bcd bcv bv uv b bvc bvwAω −ϑ μ ω +μ ω ω − ω μ ω +μ ω   (20) 

причем выполняются соотношения  

 [ ] [ ]= 0, = , = 0.a a a a
b cd bcv bvc b vwμ μ μ μ   (21) 

С помощью первого из соотношений (20) введем следующие обозначения:  

 = .a a a v a a d a
bc bc bcv bc bcd bcω ≡ ω −μ ω ϑ +μ ω ≡ ϑ   (22) 

В результате имеем 

=a c a u a c a v a c a a u v
b b c b u bc bv b c uv bd Aω ω ∧ω +ω ∧ω +ω ∧ω +ω ∧ω = ω ∧ω + ω ∧ω +  

( ) .c a v a c a v a a u c a
bc bv b c bv uv b bcA+ω ∧ω +ω ∧ω = ω ∧ω +ω ω − ω +ω ∧ω  

Заменяя выражение в скобках с помощью (20) и учитывая соотношение 

[ ] = 0a
b vwμ  (см. (21)), после преобразований с учетом обозначений (22) окон-

чательно получим 

 = .a c a c a
b b c bcdω ω ∧ω +ω ∧ω      (23) 

Простым вычислением проверяется, что форма a
bcdϑ  имеет такой же 

вид, т.е. дифференцирование соотношения = ,a a
bc bcω ϑ  вытекающего из (22), 

дает тождество. 
Замены (22) определяют переход к новым адаптированным кореперам 

третьего порядка на многообразиях M  и X , которые (кореперы) обозначим 

соответственно 3R  и 'R . В них (см. (22)) уже a a
bc bcω ≡ ϑ , поэтому из уравне-

ний вида (20), записанных для корепера 3R , следует = = 0a a
bcd bcvμ μ , и, сле-

довательно, вторые уравнения (20) принимают вид 

 = .a a v a v
bu vu b buvAω ω +μ ω   (20′) 

Продолжая вышеприведенные рассуждения по индукции, придем  
к следующему утверждению. 

Теорема 1. Пусть :f M X→  – гладкая субмерсия, и структурные 

уравнения многообразий M  и X  записаны в виде (1), (2). Тогда базисы  
в расслоениях кореперов первого, второго и т.д. порядков на многообразиях 
M  и X  можно выбрать так, чтобы выполнялись уравнения  

 = , = , = ,a a a a a a
b b bc bcϑ ω ϑ ω ω ϑ    (24) 

для любого числа нижних индексов. 
Если это сделано, то будем говорить, что структуры многообразий M  

и X  канонически согласованы относительно субмерсии f . В этом случае 



№ 4 (28), 2013                                 Физико-математические науки. Математика  

Physical and mathematical sciences. Mathematics 77

структурные уравнения (2) многообразия X  составляют часть структурных 
уравнений (1) многообразия ,M  которые будем называть каноническими 
структурными уравнениями субмерсии f  или слоения Φ . 

Если выполняется только первая серия соотношений (24), то будем го-
ворить, что канонически согласованы структуры первого порядка; если пер-
вая и вторая серии соотношений – то канонически согласованы структуры 
второго порядка относительно субмерсии f  и т.д. 

В случае, если канонически согласованы структуры второго порядка, 
первые две серии уравнений (1) будем называть структурными уравнениями 
субмерсии f . 

3. G -структуры, связанные с субмерсией 

Первые две серии структурных уравнений (1) многообразия M  

 = , =i j i i k i k i
j j j k jkd dω ω ∧ω ω ω ∧ω +ω ∧ω   (25) 

можно рассматривать как структурные уравнения главного расслоения репе-
ров (реперов первого порядка) над M , базой которого является M , а слоем – 
многообразие pR  реперов первого порядка, отнесенных к текущей точке p , 

p M∈ . Слой pR  выделяется вполне интегрируемой системой = 0iω , в силу 

которой уравнения (25) принимают вид 

 = .i k i
j j kδπ π ∧ π   (26) 

Здесь, как обычно, = (mod = 0)i i i
j jπ ω ω , а δ  – символ дифференциро-

вания по вторичным параметрам, т.е. параметрам репера в pR . Уравнения 

(26) представляют собой уравнения полной линейной группы ( )GL n , дей-

ствующей на многообразии pR  свободно и просто транзитивно. 

В случае, если на многообразиях M  и X  канонически согласованы 

структуры второго порядка, то из уравнений (17) и (26) получаем = 0a
uπ , 

= 0a
uδπ . Вполне интегрируемая система = 0a

uπ  выделяет на группе ( )GL n  
подгруппу G , структурные уравнения которой получаются из (26) с учетом 

= 0a
uπ : 

 = , = , = .a c a u c u v u u w u
b b c b b c b v v v wδπ π ∧ π δπ π ∧ π + π ∧ π δπ π ∧ π   (26’) 

Группа G  есть группа матриц вида  

 
0

,
A

B C
  (27) 

где , ,A B C  – матрицы , ( ) , ( ) ( )r r n r r n r n r× − × − × −  соответственно. 

Вполне интегрируемые системы = = 0u u
b vπ π , = = 0u a

v bπ π , = = 0a u
b bπ π  

выделяют в группе G  соответственно подгруппы ( ), ( , ), ( )GL r A r n r GL n r− − , 
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где через ( , )A r n r−  обозначена абелева группа матриц ( )n r r− ×  относи-
тельно сложения. Как видно из уравнений (26′), подгруппы ( )GL r  и 

( )GL n r−  являются нормальными делителями в G . 
Группа G  действует транзитивно на многообразии адаптированных 

реперов, которое выше было обозначено 1R . Поэтому она задает на многооб-

разии M  G -структуру [13], которую обозначим GB . 
Согласно определению группа ( )GL r  транзитивно действует на рассло-

ении реперов многообразия X . Покажем, что группа ( )GL n r−  транзитивно 
действует на расслоении реперов слоя слоения Φ . Действительно, слой фик-
сируется уравнением (9), в силу которого из уравнений (1) (в адаптированном 
репере) получаем структурные уравнения слоя:  

= , =u v u u w u b u w u
v v v w v b vwd dω ω ∧ω ω ω ∧ω +ω ∧ω +ω ∧ω =  

= .w u b w u w u
v w vw b vwAω ∧ω + ω ∧ω +ω ∧ω  

Фиксируя точку слоя ( = 0uω ), получаем структурные уравнения груп-
пы ( )GL n r− :  

= .u w u
v v wdπ π ∧ π  

Следовательно, эта группа действует на расслоении реперов, базой ко-
торого является слой слоения Φ . 

Рассмотрим далее первые 3 серии структурных уравнений (1). Их можно 
рассматривать как структурные уравнения главного расслоения реперов второго 

порядка над M , базой которого является M , а слоем – многообразие 2
pR  репе-

ров второго порядка, отнесенных к текущей точке p , p M∈ . Слой 2
pR  выделя-

ется вполне интегрируемой системой = 0iω , в силу которой из (1) следует 

 = , = .i k i i m i i m i m
j j k jk jk m mk j jm kδπ π ∧ π δπ π ∧ π − π ∧ π − π ∧ π   (28) 

Эти уравнения определяют группу Ли, которая называется дифферен-

циальной группой второго порядка [11], обозначим ее 2D . Отметим, что 
дифференциальные группы исследовались разными авторами, например, их 
матричное представление дано в [14], см. также [15]. 

В случае, если структуры многообразий M  и X  согласованы до второ-
го порядка, из третьей серии уравнения (28) в силу (17) находим 

 = .a b a a w a w
uv uv b wv u uw vδπ π ∧ π − π ∧ π − π ∧ π   (28′) 

Отсюда следует, что система пфаффовых уравнений = 0a
uvπ  на группе 

2D  вполне интегрируема и, следовательно, выделяет некоторую подгруппу, 

обозначим ее 2
0D . 

Пусть в расслоении реперов второго порядка над M  каким-либо обра-
зом зафиксировано подрасслоение вида  
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 = .a a k
uv uvkBω ω   (29) 

Обозначим его R . В слое 2
pR  этого подрасслоения будут выполняться 

уравнения = 0a
uvπ , т.е. в 2

pR  действует группа 2
0D . Следовательно, на много-

образии M  определена G -структура второго порядка 2
0D

B  со структурной 

группой 2
0D  [15]. В то же время из (12) находим, что на R  форма a

uvA∇  ста-

новится главной. Это означает, см. [10], что величины a
uvA  образуют тензор 

на G -структуре GB . Доказана следующая теорема. 

Теорема 2. Пусть :f M X→  – субмерсия, и структуры M  и X  кано-

нически согласованы относительно ,f  т.е. выполняются уравнения (1), (16), 

(17), (19), (20′), (23) и т.п. Тогда на M  определена G -структура GB , где G  – 

подгруппа вида (27) полной линейной группы ( )GL n , действующая на 

подрасслоении реперов, заданным уравнениями (17). Пусть на M  каким-
либо образом зафиксировано сечение вида (29). Тогда на M  определена  

G -структура второго порядка 2
0D

B  со структурной группой 2
0D  – подгруп-

пой дифференциальной группой второго порядка 2D , выделяемой уравнени-

ями = 0a
uvπ . При этом величины a

uvA , определенные равенствами (10) и (12), 

образуют тензор на G -структуре GB . 
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